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摘　要：在通货膨胀影响下，研究了一类理赔相依风险模型的，时间一致的最优策略选择问题。两种理赔的相
依性通过一个共同的泊松过程来体现。为了减小风险，保险人可以进行再保险；为了增加财富，保险人可以在

金融市场上进行投资。进行投资时，考虑了通货膨胀的影响，通货膨胀的影响是通过通货膨胀率对风险资产折

算实现的。研究的目标是：保险人选择时间一致的最优再保险 －投资策略，最大化终止时刻财富的均值，同时
最小化终止时刻财富的方差。因为该问题是时间不一致的，从博弈论的视角对问题进行了求解。应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
ＪａｃｏｂｉＢｅｌｌｍａｎ动态规划的方法，得到了时间一致的最优再保险－投资策略和相应值函数的显式解。最后通过数
值计算，解释了一些保险市场模型参数对最优再保险策略影响，以及金融市场模型参数和通货膨胀模型参数对

最优投资策略的影响。通过研究，可以指导投资者在通货膨胀的影响下进行合理投资，使自身财富最大而风险

最小。
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　　诺贝尔经济奖获得者 Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ在２０世纪５０
年代，给出了著名的均值 －方差投资策略选择问
题。Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ均值 －方差投资策略选择是用均值
代表收益，方差代表风险，该问题的研究目标是：

求得最优的策略使终止时刻财富的均值最大且方差

最小。如今，很多学者在方法和金融模型上推广了

均值－方差策略选择问题。文献 ［１］给出了利用
线性二次控制理论，研究均值－方差策略选择问题
的方法。文献 ［２］研究了带转移机制的均值 －方
差策略选择问题。文献 ［３］在保险风险模型中，
研究了均值－方差策略选择问题。文献 ［４］研究
了风险相依模型的均值－方差策略选择问题。文献
［５］在资产负债管理，中研究了均值 －方差策略
选择问题。

在现实中很多情况下要求，一个策略在最初时

刻最优，那么在之后的时刻也是最优的。在这样一

种意义下，上面提到的策略是时间不一致策略。今

天的偏好和明天的偏好可能不同，但是在很多情况

下策略一致是一个基本的要求。Ｓｔｒｏｔｚ在 ２０世纪
５０年代首次提出时间一致性策略选择问题，他指
出时间的不一致性可以通过事先占优 （ｐｒｅｃｏｍｍｉｔ
ｍｅｎｔ）的策略解决。Ｂｊｒｋ等在文献 ［６］中研究
了马氏调制以及一般目标函数下，时间一致的策略

选择问题。他们的求解方法是，通过寻找 Ｎａｓｈ平
衡策略得到时间一致的策略。沿着文献 ［６］的方
法，最近有很多学者研究时间一致的策略选择问

题。文献 ［７］研究了经典保险风险模型在均值 －
方差准则下，时间一致的再保险 －投资策略选择。
文献 ［８］在金融市场中风险资产的价格满足Ｈｅｓ
ｔｏｎ模型下，研究了时间一致的均值 －方差策略选
择问题。文献 ［９］把金融市场中风险资产满足的
价格方程推广到 ＣＥＶ模型，也研究了时间一致的
均值－方差策略选择问题。还有很多文献研究时间
一致的策略选择问题，这里不再一一列举。

改革开放以来，中国经济得到了快速的发展。

从２００９年开始，中国的ＧＤＰ总量已经跃居世界第
２位。经济发展了，一方面国民的收入有了很大的
提升，另一方面，通货膨胀也越来越突出。最近有

一些学者开始关注，通货膨胀影响下的投资策略选

择。文献 ［１０］在通货膨胀影响下，研究了时间
一致的均值 －方差再保险 －投资策略选择。文献
［１１］在通货膨胀影响下，研究了 ＤＣ型养老金的
最优投资问题。文献 ［１２］在通货膨胀影响下，
研究了最优消费－投资问题。目前，在通货膨胀影
响下研究策略选择问题的文献还不多。

本文在通货膨胀影响下，研究了时间一致的再

保险－投资策略选择。本文在保险市场中涉及到两
种理赔业务，这两种理赔业务具有相依性。这种理

赔业务的相依性，与文献 ［１３］和文献 ［１４］类
似。文献 ［１３］在理赔相依风险模型中，研究了
最小化破产概率的最优超额损失再保险。文献

［１４］在理赔相依风险模型中，研究了最大化期望
指数效用的最优比例再保险。本文在通货膨胀影响

下，研究了理赔相依风险模型的，时间一致的最优

再保险－投资策略选择问题。使用文献 ［６］中介
绍的动态规划的方法，从博弈论的角度，得到了最

优时间一致的再保险－投资策略。分析了通货膨胀
因素以及其它一些模型参数对再保险、投资的影

响。本文的主要贡献有以下３点：① 在理赔相依
风险模型中，考虑了通货膨胀的影响。文献 ［１３
－１４］没有考虑通货膨胀影响。② 通过动态规划
的方法，研究了时间一致的再保险－投资策略。文
献 ［１３－１４］的再保险 －投资策略是时间不一致
的。③ 分析了一些模型参数对最优再保险 －投资
策略的影响。特别是，分析了通货膨胀因素对投资

策略的影响。

１　数理模型
本节介绍文中用到的连续时间保险－金融数理

模型。文中的Ｎ１（ｔ），Ｎ２（ｔ）和Ｎ（ｔ）是３个相互独
立的齐次泊松过程，它们的强度分别是 λ１，λ２和
λ。（Ω，Ｆ，Ｐ）是一个完备的、带流的概率空间，这
里Ｐ是一个实值概率，流 Ｆ ｛Ｆ（ｔ）：ｔ∈ ［０，Ｔ］｝。
概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ）是满足通常条件的 （也就是关

于Ｆ是右连续的，关于 Ｐ是完备的），Ｔ是投资的
终止时刻，满足 Ｔ＜∞。假设，概率空间 （Ω，Ｆ，

９２
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Ｐ）包含下文中提到的所有随机变量和随机过程。
在金融市场上进行投资时，不考虑交易费用和税

收，所有资产都是无穷可分的，允许连续交易。下

面首先给出再保险模型，然后给出金融市场模型，

最后给出财富过程模型。

１１　再保险模型
考虑风险模型Ｘ（ｔ）＝ｘ０＋ｃｔ－Ｓ（ｔ）。这里ｘ０≥

０表示保险公司的初始财富；ｃ＞０表示单位时间的
保费收入；Ｓ（ｔ）表示到时刻 ｔ为止的累计理赔额。
和文献 ［１３－１４］类似的，本文考虑两种理赔相
依的保险业务，｛Ｘｉ，ｉ＝１，２，···｝为第一类业务的
理赔额，｛Ｙｉ，ｉ＝１，２，···｝为第二类业务的理赔
额。Ｘｉ的共同分布函数为Ｆ（ｘ），Ｙｉ的共同分布函数
为 Ｇ（ｙ）。记 μ１１ ＝Ｅ（Ｘ），μ２１ ＝Ｅ（Ｙ），μ１２ ＝
Ｅ（Ｘ２），μ２２ ＝Ｅ（Ｙ

２）。因此，两类保险业务对应的

累积理赔额分别为 Ｓ１（ｔ） ＝∑
Ｋ１（ｔ）

ｉ＝１
Ｘｉ和 Ｓ２（ｔ） ＝

∑
Ｋ２（ｔ）

ｉ＝１
Ｙｉ。这里 Ｋ１（ｔ） ＝ Ｎ１（ｔ） ＋Ｎ（ｔ），Ｋ２（ｔ） ＝

Ｎ２（ｔ）＋Ｎ（ｔ），Ｓ１（ｔ）＋Ｓ２（ｔ）＝Ｓ（ｔ）。可见，两种保
险业务的相依性，是通过共同的泊松过程 Ｎ（ｔ）体
现的。为了使最优再保险策略讨论起来更方便，假

设λ１，λ２，λ和理赔额的一阶矩、二阶矩满足下面
的关系

（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１１μ２２－λ（λ２＋λ）μ１１μ
２
２１ ＞０，

（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２１－λ（λ２＋λ）μ２１μ
２
１１ ＞０

（１）
保险公司为了减少风险经常进行再保险，常见的再

保险有比例再保险和超额损失再保险。本文研究的

再保险方式是比例再保险，再保险水平为 １－
ｑ１（ｔ）和１－ｑ２（ｔ），这里ｑ１（ｔ），ｑ２（ｔ）称为保险公司
的自留额。当０≤ｑ１（ｔ）≤１，０≤ｑ２（ｔ）≤１时表示
保险公司采取了再保险；当 ｑ１（ｔ）＞１，ｑ２（ｔ）＞１
表示保险公司购买了新业务。设θ为再保险公司的
安全负载，再保险的保费按照期望值原理计算，因

此再保险得保费为

ξ（ｑ１，ｑ２）＝（１－ｑ１（ｔ））ａ１＋（１－ｑ２（ｔ））ａ２
（２）

这里ａ１ ＝（１＋θ）（λ１＋λ）μ１１，ａ２＝（１＋θ）（λ２＋
λ）μ２１。采取比例再保险后，保险公司的盈余 Ｘ

ｑ１，ｑ２
ｔ

变为

ｄＸｑ１，ｑ２ｔ ＝［ｃ－ξ（ｑ１，ｑ２）］ｄｔ－
ｑ１（ｔ）ｄＳ１（ｔ）－ｑ２（ｔ）ｄＳ２（ｔ） （３）

１２　金融市场模型
金融市场由一个无风险资产和一个风险资产构

成。无风险资产的价格为 Ｂ（ｔ），满足微分方程
ｄＢ（ｔ）＝ｒＢ（ｔ）ｄｔ，这里ｒ＞０表示利率。风险资产
的价格Ｐ（ｔ）满足随机微分方程ｄＰ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）［μｄｔ
＋σｄＷ１（ｔ）］。这里μ（μ＞ｒ）为常数，表示风险资
产的平均收益率；σ＞０也是常数，表示风险资产
的波动率；Ｗ１（ｔ）是一维标准布朗运动。

最近，有一些学者研究通货膨胀对投资的影

响。因此，本文也考虑了通货膨胀对投资的影响。

与文献 ［１５］类似，假设通货膨胀率是随机的，
时刻ｔ的价格为Ｌ（ｔ）满足如下的随机微分方程：

Ｌ（ｔ）＝Ｌ（ｔ）［υｄｔ＋ηｄＷ２（ｔ）］ （４）
其中υ，η为常数分别表示通货膨胀率的预期增长率
和预期波动率，Ｗ２（ｔ）是一维标准布朗运动。因为
本文考虑通货膨胀对投资的影响，因此 Ｗ１（ｔ）和
Ｗ２（ｔ）应该具有相关关系，设它们的相关系数为ρ。
　　投资中考虑通货膨胀的影响方式有很多，具体
可以参考文献 ［１０－１２］等。这里，我们采用下
面的方式考虑通货膨胀对投资的影响：先考虑通货

膨胀对风险资产进行折算，折算后的风险资产作为

新的风险资产；然后，让投资者在折算后的风险资

产上进行投资。文献 ［１５］也采取了类似的方法。
设折算后风险资产的价格为 Ｐ１（ｔ）＝Ｐ（ｔ）／Ｌ（ｔ），
对Ｐ１（ｔ）＝Ｐ（ｔ）／Ｌ（ｔ）应用 Ｉｔ^ｏ得到 Ｐ１（ｔ）满足如
下的随机微分方程

ｄＰ１（ｔ）＝Ｐ１（ｔ）［（μ＋η
２－υ－ρση）ｄｔ＋

σｄＷ１（ｔ）－ηｄＷ２（ｔ）］ （５）
１３　财富过程模型

以上面的再保险模型和金融市场模型为基础，

本小节给出财富过程模型。设 ｕ（ｔ）为时刻 ｔ在风
险资产上投资的金额，则在无风险资产上投资的金

额为Ｘπｔ －ｕ（ｔ）。这里Ｘπｔ为进行投资和再保险后保
险公司的财富，π（ｔ）＝（ｑ１（ｔ），ｑ２（ｔ），ｕ（ｔ））。在任
意时刻ｔ，选择π（ｔ）为控制变量，则考虑再保险和
投资后，财富过程满足下面的随机微分方程

ｄＸπｔ ＝ｕ（ｔ）
ｄＰ１（ｔ）
Ｐ１（ｔ）

＋

（Ｘπｔ －ｕ（ｔ））
ｄＢ（ｔ）
Ｂ（ｔ）＋ｄＸ

ｑ１，ｑ２
ｔ

即

ｄＸπｔ ＝［ｃ－ξ（ｑ１，ｑ２）＋ｒＸπｔ ＋
（μ＋η２－υ－ρση－ｒ）ｕ（ｔ）］ｄｔ＋
ｕ（ｔ）［σｄＷ１（ｔ）－ηｄＷ２（ｔ）］－
ｑ１（ｔ）ｄＳ１（ｔ）－ｑ２（ｔ）ｄＳ２（ｔ） （６）

　　定义１　再保险 －投资策略 π（ｔ）＝（ｑ１（ｔ），
ｑ２（ｔ），ｕ（ｔ））称为可行的，如果满足下列条件：

０３
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（ｉ）ｑ１（ｔ），ｑ２（ｔ）和ｕ（ｔ）是关于Ｆ循序可测的，
且它们是右连续左极限存在；

（ｉｉ）ｑｉ（ｔ）≥０，满足∫
Ｔ

０
ｑｉ（ｔ）ｄｔ＜∞，ｉ＝１，２；

（ｉｉｉ）∫
Ｔ

０
ｕ（ｔ）ｄｔ＜∞；

（ｉｖ）随机微分方程 （６）对于策略 π（ｔ）有唯
一的强解。

所有可行的保险－投资策略记为Π。

２　时间一致的策略选择问题
在最优投资以及最优再保险－投资问题中，很

多学者研究如下的最优化问题

ｓｕｐ
π∈Π

Ｅ０，ｘ０［Ｘ
π
Ｔ］－

γ
２Ｖａｒ０，ｘ０［Ｘ

π
Ｔ{ }］ （７）

这里Ｅ０，ｘ０［·］＝Ｅ［· Ｘπ０ ＝ｘ０］；γ＞０为常数，表
示保险人的风险厌恶程度。正像在文献 ［１０］中
指出的一样，问题 （７）是时间不一致的。更精确
的意思是：对于某固定的初始点（０，ｘ０），我们求得
策略π使得问题 （７）成立；然而对于之后的点
（ｓ，ｘｓ），该策略 π不能使问题 （７）成立。问题
（７）是时间不一致的原因是由于问题 （７）中包含
条件方差，详细的证明可以参考文献 ［１６］。

本文研究时间一致策略选择问题。时间一致的

策略满足下面３个条件：
（ｉ）对于时间点ｔ，选择了最优策略π；
（ｉｉ）假设对于时间点ｔ之后的任意时间点ｓ，选

择了策略π；
（ｉｉｉ）则对于投资者来说，在时间点 ｓ策略 π

是他的最优选择。

可见，投资者在时刻 ｓ选择策略 π，则在之后
的时间仍然选择策略π，且策略π是投资者的最优
选择。在现实投资活动中，今天的偏好和明天的偏

好可能不同，但是在很多情况下策略一致是一个基

本的要求。因此需要研究当目标函数随着时间改变

时的最优问题，得到时间一致的再保险 －投资策
略，对投资有很大的指导意义。和文献 ［９］等文
献相似的，我们定义如下的目标函数

Ｖ（ｔ，ｘ）＝ｓｕｐ
π∈Π
Ｖ（ｔ，ｘ，ｕ）＝

ｓｕｐ
π∈Π

Ｅｔ，ｘ［ＸπＴ］－
γ
２Ｖａｒｔ，ｘ［Ｘ

π
Ｔ{ }］ （８）

这里 （ｔ，ｘ）∈ ［０，Ｔ］×Ｒ，［０，Ｔ］×Ｒ ＝｛（ｔ，
ｘ）０≤ｔ≤Ｔ，ｘ∈Ｒ｝；Ｅｔ，ｘ［·］＝Ｅ［· Ｘπｔ ＝ｘ］；
γ＞０为常数，表示保险人的风险厌恶程度。文献
［９］指出时间一致的策略恰好等于平衡策略；通
常的最优值函数等于平衡值函数。接下来，平衡策

略π 和平衡值函数，我们就称之为最优时间一致
的策略和最优值函数。最后给出时间一致策略

（平衡策略）的严格定义。

定义２　时间一致策略 （平衡策略）：对于任

意的初始状态（ｔ，ｘ）∈Ｔ×Ｒ和可行策略π（ｔ，ｘ），
选择３个实数珘ａ＞０，珓ｂ＞０和ε＞０，定义如下的策
略：

πε（ｓ，珓ｘ）＝
（珘ａ，珓ｂ），ｆｏｒ（ｓ，珓ｘ）∈［ｔ，ｔ＋ε］×Ｒ，
ｕ（ｓ，珓ｘ），ｆｏｒ（ｓ，珓ｘ）∈［ｔ＋ε，Ｔ］×{ Ｒ

如果，对于所有的珘ａ≥０和 珓ｂ∈Ｒ有

ｌｉｍ
ε→０
ｉｎｆ
Ｖ（ｔ，ｘ，π）－Ｖ（ｔ，ｘ，πε）

ε ≥０

则π（ｔ，ｘ）称为时间一致策略 （平衡策略），

相应的平衡值函数为Ｖ（ｔ，ｘ）＝Ｖ（ｔ，ｘ，π）。

３　验证定理和时间一致策略的求解
本节求解时间一致的再保险－投资策略和最优

的值函数。先定义一个微分算子。对于任意的策略

π∈Π，任意的函数φ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１，２（［０，Ｔ］×Ｒ），微
分算子定义如下

Ｐπ（φ（ｔ，ｘ））＝φｔ＋［ｃ－ξ（ｑ１，ｑ２）＋ｒｘ＋
（μ＋η２－υ－ρση－ｒ）ｕ（ｔ）］φｘ＋
０５（σ２＋η２－２ρση）［ｕ（ｔ）］２φｘｘ＋
λ１Ｅ［φ（ｔ，ｘ－ｑ１Ｘ）－φ（ｔ，ｘ）］＋
λ２Ｅ［φ（ｔ，ｘ－ｑ２Ｙ）－φ（ｔ，ｘ）］＋
λＥ［φ（ｔ，ｘ－ｑ１Ｘ－ｑ２Ｙ）－φ（ｔ，ｘ）］ （９）

这里φｔ，φｘ，φｘｘ分别表示φ（ｔ，ｘ）关于ｔ的一阶偏导
数，和关于ｘ的一阶、二阶偏导数。

下面给出验证定理。

定理１（验证定理）　设 Ｆ（ｔ，ｘ），Ｇ（ｔ，ｘ）和
Ｈ（ｔ，ｘ）定义在［０，Ｔ］×Ｒ上，它们关于ｔ连续且可
微，关于ｘ二阶连续且可微。如果 Ｆ，Ｇ和 Ｈ满足
下面的方程

ｓｕｐ
π∈Π
｛Ｐπ（Ｆ（ｔ，ｘ））－Ｐπ（０５γＧ２（ｔ，ｘ））＋

γＧ（ｔ，ｘ）Ｐπ（Ｇ（ｔ，ｘ））｝＝０，Ｆ（Ｔ，ｘ）＝ｘ（１０）
Ｐπ（Ｇ（ｔ，ｘ））＝０，Ｇ（Ｔ，ｘ）＝ｘ （１１）
Ｐπ（Ｈ（ｔ，ｘ））＝０，Ｈ（Ｔ，ｘ）＝ｘ２ （１２）

和

π（ｔ）＝ａｒｇｓｕｐ
π

｛Ｐπ（Ｆ（ｔ，ｘ））－

Ｐπ（０５γＧ２（ｔ，ｘ））＋γＧ（ｔ，ｘ）Ｐπ（Ｇ（ｔ，ｘ））｝
则

Ｖ（ｔ，ｘ）＝Ｆ（ｔ，ｘ），Ｇ（ｔ，ｘ）＝
Ｅｔ，ｘ［Ｘπ


Ｔ ］，Ｈ（ｔ，ｘ）＝Ｅｔ，ｘ［Ｘπ


Ｔ ］

２ （１３）

π（ｔ）为时间一致的最优再保险－投资策略。

１３
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证明　本定理的证明是标准的，可参考文献
［６］。

下面通过定理１，得到最优的时间一致再保险
－投资策略，以及最优值函数的显式解。为了后面
书写方面，首先定义一些记号。

ｌ１ ＝
［（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１１μ２２－λ（λ２＋λ）μ１１μ

２
２１］θ

（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２２－λ
２μ２１１μ

２
２１

（１４）

ｌ２ ＝
［（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２１－λ（λ１＋λ）μ２１μ

２
１１］θ

（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２２－λ
２μ２１１μ

２
２１

（１５）

ｌ３ ＝－
（μ＋η２－υ－ρση－ｒ）２

２γ（σ２＋η２－２ρση）
＋ｌ１ａ１＋

ｌ２ａ２－
γ
２（λ１＋λ）μ１２ｌ

２
１－（λ１＋λ）μ１１ｌ１－

γ
２（λ２＋λ）μ２２ｌ

２
２－（λ２＋λ）μ２１ｌ２－λγμ１１μ２１ｌ１ｌ２

（１６）

ｌ４ ＝－
（μ＋η２－υ－ρση－ｒ）２

γ（σ２＋η２－２ρση）
＋

ｌ１ａ１＋ｌ２ａ２－（λ１＋λ）μ１１ｌ１－（λ２＋λ）μ２１ｌ２
（１７）

为了证明下面的定理２，给出如下的引理１。
引理１　设Ａ（ｑ１，ｑ２）满足下式

Ａ（ｑ１，ｑ２）＝－ξ（ｑ１，ｑ２）Ａ（ｔ）－
０５λ１γｍ

２（ｔ）ｑ２１（ｔ）μ１２－

λ１Ａ（ｔ）ｑ１（ｔ）μ１１－０５λ２γｍ
２（ｔ）ｑ２２（ｔ）μ２２－

λ２Ａ（ｔ）ｑ２（ｔ）μ２１－
０５λγｍ２（ｔ）［ｑ２１（ｔ）μ１２＋ｑ

２
２（ｔ）μ２２＋

２ｑ１（ｔ）ｑ２（ｔ）μ１１μ２１］－
λＡ（ｔ）ｑ１（ｔ）μ１１－λＡ（ｔ）ｑ２（ｔ）μ２１ （１８）

则 （^ｑ１（ｔ），^ｑ２（ｔ））为Ａ（ｑ１，ｑ２）的最大值点。
证明　Ａ（ｑ１，ｑ２）关于ｑ１，ｑ２求二阶偏导数

Ａ＝
２Ａ（ｑ１，ｑ２）
ｑ２１

＝

－（λ１＋λ）γｍ
２（ｔ）μ１２ ＜０，

Ｂ＝
２Ａ（ｑ１，ｑ２）
ｑ１ｑ２

＝－λγｍ２（ｔ）μ１１μ２１，

Ｃ＝
２Ａ（ｑ１，ｑ２）
ｑ２２

＝－（λ２＋λ）γｍ
２（ｔ）μ２２

所以ＡＣ－Ｂ２＝ｍ４（ｔ）γ２［（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２２－

λ２μ２１１μ
２
２１］。根据柯西 －施瓦兹不等式容易得到，ＡＣ

－Ｂ２ ＞０，又Ａ＜０，所以 （^ｑ１（ｔ），^ｑ２（ｔ））为Ａ（ｑ１，
ｑ２）的极大值点。因为极值点唯一，所以 （^ｑ１（ｔ），
ｑ^２（ｔ））为Ａ（ｑ１，ｑ２）的最大值点。证毕。

定理２对于财富过程 （６），最优的时间一致
的投资策略为

ｕ（ｔ）＝（μ＋η
２－υ－ρση－ｒ）

γ（σ２＋η２－２ρση）
ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）（１９）

最优的时间一致的再保险策略为

ｑ１（ｔ）＝
［（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１１μ２２－λ（λ２＋λ）μ１１μ

２
２１］θ

（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２２－λ
２μ２１１μ

２
２１

·

１
γｅｒ（Ｔ－ｔ）

，

ｑ２（ｔ）＝
［（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２１－λ（λ１＋λ）μ２１μ

２
１１］θ

（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２２－λ
２μ２１１μ

２
２１

·

１
γｅｒ（Ｔ－ｔ）

（２０）

最优值函数为

Ｆ（ｔ，ｘ）＝ｘｅｒ（Ｔ－ｔ）＋Ｂ（ｔ）
γ

（２１）

在最优策略和终止时刻Ｔ下，财富过程的方差为

Ｖａｒｔ，ｘ［Ｘπ

Ｔ ］＝

２［ｎ（ｔ）－Ｂ（ｔ）］
γ２

（２２）

这里Ｂ（ｔ）和ｎ（ｔ）分别满足 （３７）式和 （３８）式。
证明　本定理的证明分成２步。第１步，证明

最优值函数满足 （２１）式。这里使用的方法如下：
和文献 ［９］类似的，构造Ｆ（ｔ，ｘ）和 Ｇ（ｔ，ｘ）分别
满足下面的 （２５）式和 （２６）式，然后把 Ｆ（ｔ，ｘ）
和Ｇ（ｔ，ｘ）的表达式代入 （９）式和 （１０）式，并
结合引理１则可完成第１步证明；第２步，证明最
优的时间一致的投资策略满足 （１９）式，最优的
时间一致的再保险策略满足 （２０）式。

第１步和文献 ［９］类似的，根据 （８）式和
定理１，可以容易得到下式

Ｆ（ｔ，ｘ）＝Ｖ（ｔ，ｘ）＝
Ｅｔ，ｘ［Ｘπ


Ｔ ］－０５γ｛Ｅ

２
ｔ，ｘ［Ｘπ


Ｔ ］－（Ｅｔ，ｘ［Ｘπ


Ｔ ］）

２｝＝
Ｇ（ｔ，ｘ）－０５γ［Ｈ（ｔ，ｘ）－Ｇ２（ｔ，ｘ）］

上式变形，得

Ｈ（ｔ，ｘ）＝Ｇ２（ｔ，ｘ）＋０５γ［Ｇ（ｔ，ｘ）－Ｆ（ｔ，ｘ）］
（２３）

结合微分算子 （９）式和 （２３）式，下面给出
（１０）式更明确的形式，如下

ｓｕｐ
π∈Π
｛Ｆｔ＋［ｃ－ξ（ｑ１，ｑ２）＋ｒｘ＋

（μ＋η２－υ－ρση－ｒ）ｕ（ｔ）］Ｆｘ＋
０５ｕ２（ｔ）（σ２＋η２－２ρση）［Ｆｘｘ－γＧ

２
ｘ］＋

λ１（１＋γＧ）Ｅ［Ｇ（ｔ，ｘ－ｑ１Ｘ）－Ｇ（ｔ，ｘ）］＋
λ２（１＋γＧ）Ｅ［Ｇ（ｔ，ｘ－ｑ２Ｙ）－Ｇ（ｔ，ｘ）］＋

２３
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λ（１＋γＧ）Ｅ［Ｇ（ｔ，ｘ－ｑ１Ｘ－ｑ２Ｙ）－Ｇ（ｔ，ｘ）］－
０５λ１γＥ［Ｈ（ｔ，ｘ－ｑ１Ｘ）－Ｈ（ｔ，ｘ）］－
０５λ２γＥ［Ｈ（ｔ，ｘ－ｑ２Ｙ）－Ｈ（ｔ，ｘ）］－

０５λγＥ［Ｈ（ｔ，ｘ－ｑ１Ｘ－ｑ２Ｙ）－Ｈ（ｔ，ｘ）］｝＝０

（２４）
　　综合考虑盈余过程的结构和边界条件 Ｆ（Ｔ，ｘ）
＝ｘ和 Ｇ（Ｔ，ｘ）＝ｘ，和文献 ［９］类似的，构造
Ｆ（ｔ，ｘ）和Ｇ（ｔ，ｘ）的形式如下

Ｆ（ｔ，ｘ）＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）
γ
，

Ａ（Ｔ）＝１，Ｂ（Ｔ）＝０ （２５）

Ｇ（ｔ，ｘ）＝ｍ（ｔ）ｘ＋ｎ（ｔ）
γ
，

ｍ（Ｔ）＝１，ｎ（Ｔ）＝０ （２６）
　　对Ｆ（ｔ，ｘ），Ｇ（ｔ，ｘ）分别求偏导数，得到

Ｆｔ＝Ａ′（ｔ）ｘ＋
Ｂ′（ｔ）
γ
，Ｆｘ ＝Ａ（ｔ），Ｆｘｘ ＝０，

Ｇｔ＝ｍ′（ｔ）ｘ＋
ｎ′（ｔ）
γ
，Ｇｘ ＝ｍ（ｔ），Ｇｘｘ ＝０

　　把 Ｆ（ｔ，ｘ），Ｇ（ｔ，ｘ）的表达式和 （２３）式，以
及上面的各偏导数，代入 （２４）式化简后得

ｓｕｐ
π∈Π

Ａ′（ｔ）＋Ｂ（ｔ）
γ
＋［ｃ＋ｒｘ］Ａ（ｔ）{ ＋

Ａ（ｑ１，ｑ２）＋Ｂ（ｕ）}　　＝０ （２７）

其中Ａ（ｑ１，ｑ２）满足 （１８）式，Ｂ（ｕ）定义如下
Ｂ（ｕ）＝（μ＋η２－υ－ρση－ｒ）ｕ（ｔ）Ａ（ｔ）－

０５ｕ２（ｔ）ｍ２（ｔ）（σ２＋η２－２ρση）γ （２８）
Ａ（ｑ１，ｑ２）关于ｑ１，ｑ２分别求偏导数，得到
Ａ（ｑ１，ｑ２）


ｑ１ ＝－（λ１＋λ）γｍ

２（ｔ）μ１２ｑ１（ｔ）－

λγｍ２（ｔ）μ１１μ２１ｑ２（ｔ）＋θ（λ１＋λ）μ１１Ａ（ｔ），
Ａ（ｑ１，ｑ２）


ｑ２ ＝－（λ２＋λ）γｍ

２（ｔ）μ２２ｑ２（ｔ）－

λγｍ２（ｔ）μ１１μ２１ｑ１（ｔ）＋θ（λ２＋λ）μ２１Ａ（ｔ）
令两个偏导数为０，得到

ｑ^１（ｔ）＝ｌ１
Ａ（ｔ）
γｍ２（ｔ）

，^ｑ２（ｔ）＝ｌ２
Ａ（ｔ）
γｍ２（ｔ）

（２９）

Ｂ（ｕ）求导数，令导数为０得到：

ｕ ＝（μ＋η
２－υ－ρση－ｒ）Ａ（ｔ）

γｍ２（ｔ）（σ２＋η２－２ρση）
把ｕ 和 ｑ^１（ｔ），^ｑ２（ｔ）代入 （２７）式，整理化简后，
得到

［Ａ′（ｔ）＋ｒＡ（ｔ）］ｘ＋Ｂ′（ｔ）
γ
＋

（ｃ－ａ１－ａ２）Ａ（ｔ）＋
ｌ３Ａ

２（ｔ）
ｍ２（ｔ）

＝０ （３０）

根据 （３０）式，可以得到
Ａ′（ｔ）＋ｒＡ（ｔ）＝０，　Ａ（Ｔ）＝１ （３１）

Ｂ′（ｔ）
γ
＋（ｃ－ａ１－ａ２）Ａ（ｔ）＋

ｌ３Ａ
２（ｔ）

ｍ２（ｔ）＝０
，

Ｂ（Ｔ）＝０ （３２）
把ｕ 和 ｑ^１（ｔ），^ｑ２（ｔ）代入 （１１）式，整理化简后，
得到

［ｍ′（ｔ）＋ｒｍ（ｔ）］ｘ＋ｎ′（ｔ）
γ
＋

（ｃ－ａ１－ａ２）ｍ（ｔ）＋
ｌ４Ａ（ｔ）
ｍ（ｔ） ＝０ （３３）

根据 （３３）式，可以得到
ｍ′（ｔ）＋ｒｍ（ｔ）＝０，　ｍ（Ｔ）＝１ （３４）

ｎ′（ｔ）
γ
＋（ｃ－ａ１－ａ２）ｍ（ｔ）＋

ｌ４Ａ（ｔ）
ｍ（ｔ） ＝０，

ｎ（Ｔ）＝０ （３５）
先求解 （３１）式和 （３４）式，得到

Ａ（ｔ）＝ｍ（ｔ）＝ｅｒ（Ｔ－ｔ） （３６）
（３６）式分别代入 （３２）式和 （３５）式，得到

Ｂ（ｔ）＝
γ（ｃ－ａ１－ａ２）

ｒ ［ｅｒ（Ｔ－ｔ）－１］＋（Ｔ－ｔ）ｌ３

（３７）

ｎ（ｔ）＝
γ（ｃ－ａ１－ａ２）

ｒ ［ｅｒ（Ｔ－ｔ）－１］＋（Ｔ－ｔ）ｌ４

（３８）
所以最优值函数Ｆ（ｔ，ｘ）为

Ｆ（ｔ，ｘ）＝Ａ（ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）
γ
＝ｅｒ（Ｔ－ｔ）ｘ＋Ｂ（ｔ）

γ
财富过程的方差为

Ｖａｒｔ，ｘ［Ｘπ

Ｔ ］＝

２
γ
［Ｆ（ｔ，ｘ）－Ｅｔ，ｘ［Ｘπ


Ｔ ］］＝

２
γ
［Ｆ（ｔ，ｘ）－Ｇ（ｔ，ｘ）］＝

２［ｎ（ｔ）－Ｂ（ｔ）］
γ２

第２步 （３６）式代入 （２９）式，可得 （２０）式；
由于 （１）式的限制，所以ｑ１（ｔ）＞０，ｑ２（ｔ）＞０。
因此ｑ１（ｔ），ｑ２（ｔ）为最优策略。由 （３６）式有

ｕ ＝（μ＋η
２－υ－ρση－ｒ）Ａ（ｔ）

γｍ２（ｔ）（σ２＋η２－２ρση）
＝

μ＋η２－υ－ρση－ｒ
γ（σ２＋η２－２ρση）

ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）

４　数值计算
这一节通过一些数值计算，分析一些模型参数

改变时对最优投资策略、最优再保险策略的影响。
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同时，分析通货膨胀因素对投资的影响。

４１　最优投资策略
４１１　通货膨胀因素对最优投资策略的影响　先
分析通货膨胀因素对最优投资策略的影响。根据

（４）式，通货膨胀率价格 Ｌ（ｔ）满足的随机微分方
程中，含有２个参数υ和η。金融市场和通货膨胀，
通过相关系数ρ联系在一起。下面我们就通过３个
例子分析通货膨胀参数 υ，η和 ρ对最优投资策略
的影响。

例１　设μ＝００５，ρ＝０１，σ＝０２，ｒ＝００２，
Ｔ＝１０，ｔ＝５，γ＝０１，η＝０２，υ∈［００２，００５］。
根据 （１９）式计算最优投资策略ｕ（ｔ），图１给出
了υ对投资策略ｕ（ｔ）的影响。

图１　υ对最优投资策略的影响
Ｆｉｇ１　Ｅｆｆｅｃｔｏｆυｏｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔｓｔｒａｔｅｇｙ

从图１可以看到，最优投资策略是关于υ单调
递减的函数。υ表示通货膨胀率的预期增长率，随
着通货膨胀率的预期增长率的增大，投资者会把更

多的资金投资在无风险资产上，以此增加财富。

例２　设μ＝００５，υ＝００２，ρ＝０１，σ＝０２，
ｒ＝００２，Ｔ＝１０，ｔ＝５，γ＝０１，η∈［０１，０５］。
根据 （１９）式计算最优投资策略ｕ（ｔ），图２给出
了η对投资策略ｕ（ｔ）的影响。

从图２可以看到，最优投资策略是关于η单调
递增的函数。η表示通货膨胀率的波动率，随着通
货膨胀率的波动率的增加，投资者会把更多的资金

投资到风险资产上。

例３　设 μ＝００５，υ＝００２，ｒ＝００２，σ＝
０２，Ｔ＝１０，ｔ＝５，γ＝０１，η＝０２，ρ∈［－０５，
０５］。根据 （１９）式计算最优投资策略 ｕ（ｔ），图
３给出了ρ对投资策略ｕ（ｔ）的影响。

从图３可以看到，最优投资策略是关于ρ单调
递增的函数。ρ表示风险资产和通货膨胀之间的相
关系数，随着风险资产和通货膨胀之间的相关系增

图２　η对最优投资策略的影响
Ｆｉｇ２　Ｅｆｆｅｃｔｏｆηｏｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔｓｔｒａｔｅｇｙ

图３　ρ对最优投资策略的影响
Ｆｉｇ３　Ｅｆｆｅｃｔｏｆρｏｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔｓｔｒａｔｅｇｙ

大，投资者会把更多的资金投资到风险资产，以此

来对冲通货膨胀带来的资金贬值。

４１２　其它参数对最优投资策略的影响　下面分
析金融市场其它参数对最优投资策略的影响。

例４　设μ＝００５，η＝０２，υ＝００２，ρ＝０１，
σ＝０２，Ｔ＝１０，ｔ＝５，γ＝０１，ｒ∈［００２，００５］。
根据 （１９）式计算最优投资策略ｕ（ｔ），图４给出
了ｒ对投资策略ｕ（ｔ）的影响。

图４　ｒ对最优投资策略的影响
Ｆｉｇ４　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｒｏｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔｓｔｒａｔｅｇｙ
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从图４可以看到，最优投资策略是关于 ｒ单调递减
的函数。ｒ表示无风险资产的期望收益率，随着ｒ的
增大，投资者会把更多的资金投资到无风险资产，

而不会冒风险进行投资。

例５　设 μ＝００５，ρ＝０１，υ＝００２，ｒ＝
００２，Ｔ＝１０，ｔ＝５，γ＝０１，η＝０２，σ∈ ［０２，
０５］。根据 （１９）式计算最优投资策略 ｕ（ｔ），图
５给出了σ对投资策略ｕ（ｔ）的影响。

从图５可以看到，最优投资策略是关于σ单调
递减的函数。σ表示风险资产的波动率，随着风险
资产的波动率增大，在风险资产上投资的不确定因

素增大。因此保险人会减少在风险资产上投资的金

额。

图５　σ对最优投资策略的影响
Ｆｉｇ５　Ｅｆｆｅｃｔｏｆσｏｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔｓｔｒａｔｅｇｙ

例６　设μ＝００５，υ＝００２，ρ＝０１，σ＝０２，
ｒ＝００２，Ｔ＝１０，ｔ＝５，η＝０２，γ∈［０１，０５］。
根据 （１９）式计算最优投资策略ｕ（ｔ），图６给出
了γ对投资策略ｕ（ｔ）的影响。

图６　γ对最优投资策略的影响
Ｆｉｇ６　Ｅｆｆｅｃｔｏｆγｏｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔｓｔｒａｔｅｇｙ

从图６可以看到，最优投资策略是关于γ单调
递减的函数。γ表示保险人的风险厌恶参数，随着

风险厌恶参数的增大，保险人会减少在风险资产上

投资的金额。

例７　设μ＝００５，υ＝００２，ρ＝０１，σ＝０２，
ｒ＝００２，Ｔ＝１０，γ＝０１，η＝０２，ｔ∈［５，９］。根
据 （１９）式计算最优投资策略ｕ（ｔ），图７给出了
ｔ对投资策略ｕ（ｔ）的影响。

图７　ｔ对最优投资策略的影响
Ｆｉｇ７　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｏｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔｓｔｒａｔｅｇｙ

从图７可以看到，最优投资策略是关于 ｔ单调
递增的函数。这表明，在投资的终止时刻快来临

时，保险人为了增加收入会把更多的资金投资到风

险资产上。

例８　设η＝０２，υ＝００２，ρ＝０１，σ＝０２，
ｒ＝００２，Ｔ＝１０，ｔ＝５，γ＝０１，μ∈［００５，００９］。
根据 （１９）式计算最优的投资策略ｕ（ｔ），图８给
出了μ对投资策略ｕ（ｔ）的影响。

图８　μ对最优投资策略的影响
Ｆｉｇ８　Ｅｆｆｅｃｔｏｆμｏｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔｓｔｒａｔｅｇｙ

　　从图８可以看到，最优投资策略是关于μ单调
递增的函数。μ表示风险资产的期望收益率，随着
风险资产的期望收益增大，保险人在风险资产上投

资将获得更大的收益。因此保险人会增加在风险资

产上投资的金额。
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４２　最优再保险策略
本小节分析一些模型参数对最优再保险策略的

影响。

（２０）式关于ｒ求偏导数，得到

ｑ１（ｔ）
ｒ

＝

－
［（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１１μ２２－λ（λ２＋λ）μ１１μ

２
２１］θ

（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２２－λ
２μ２１１μ

２
２１

·

Ｔ－ｔ
γｅｒ（Ｔ－ｔ）

＜０，

ｑ２（ｔ）
ｒ

＝

－
［（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２１－λ（λ２＋λ）μ２１μ

２
１１］θ

（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２２－λ
２μ２１１μ

２
２１

·

Ｔ－ｔ
γｅｒ（Ｔ－ｔ）

＜０

可见最优再保险策略是关于ｒ单调递减的函数。这
是因为，ｒ是无风险资产的利率，随着ｒ的增大，无
风险资产的期望收入将增大，因此保险人从投资中

获得更大的收入。因此，为了减少自身所承担的风

险，保险人会减少自身的保留额，把更多风险转移

到再保险者。

（２０）式关于ｔ求偏导数，得到

ｑ１（ｔ）
ｔ

＝

［（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１１μ２２－λ（λ２＋λ）μ１１μ
２
２１］θ

（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２２－λ
２μ２１１μ

２
２１

·

ｒ
γｅｒ（Ｔ－ｔ）

＞０，

ｑ２（ｔ）／ｔ＝

［（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２１－λ（λ２＋λ）μ２１μ
２
１１］θ

（λ１＋λ）（λ２＋λ）μ１２μ２２－λ
２μ２１１μ

２
２１

·

ｒ
γｅｒ（Ｔ－ｔ）

＞０

可见最优再保险策略是关于ｔ单调递增的函数。这
说明，随着投资终止时刻的来临，保险人会保留更

多的保险业务。

最优再保险策略 ｑ１（ｔ），ｑ２（ｔ）中都含有 λ１，

λ２，λ以及两种理赔额的一阶、二阶矩，这说明了
两种保险业务之间的相依性。下面讨论相依性对最

优再保险策略的影响。假设两种保险业务的理赔额

的分布为别为Ｆ（ｘ）＝１－ｅ－ｘ，ｘ＞０，Ｇ（ｙ）＝１－ｅ－２ｙ，
ｙ＞０。所以μ１１ ＝１，μ１２ ＝２，μ２１ ＝０５，μ２２ ＝０５。

例９　设λ１＝３，λ２＝４，ｒ＝００５，Ｔ＝１０，ｔ＝
５，θ＝１，λ∈［２，８］。图９给出了 λ对再保险策略
ｑ１（ｔ），ｑ２（ｔ）的影响。设λ＝４，λ２＝３，ｒ＝００５，
Ｔ＝１０，ｔ＝５，θ＝１，λ１∈［２，８］。图９给出了λ１对

再保险策略ｑ１（ｔ），ｑ２（ｔ）的影响。设λ１ ＝３，λ＝
４，ｒ＝００５，Ｔ＝１０，ｔ＝５，θ＝１，λ２∈［２，８］。图９

给出了λ２对再保险策略ｑ１（ｔ），ｑ２（ｔ）的影响。
从图９可以看出，最优再保险策略是关于参数

λ和λ２单调递减的函数，最优再保险策略是关于

λ１单调递增的函数。这里λ，λ１和λ２代表期望理赔
次数。随着期望理赔次数的增加，在两种相关的理

赔业务中，保险人采取的再保险策略相反。图９中
最优再保险策略ｑ２ ＞１，表示保险公司采取了新的
保险业务。

图９　λｉ对最优再保险策略的影响

Ｆｉｇ９　Ｅｆｆｅｃｔｏｆλｉｏｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｒｅｉｎｓｕｒａｎｃｅｓｔｒａｔｅｇｙ
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